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Введение. Многопозиционные радионавига-
ционные системы оценки местоположения объек-
тов в пространстве получили в настоящее время 
широкое распространение и стали серьезными 
конкурентами радиолокационных комплексов 
управления воздушным движением (УВД) [1], 
Такие системы обладают рядом достоинств: спо-
собностью контроля больших областей со слож-
ным рельефом местности; низкой стоимостью 
оборудования, размещения и эксплуатации; высо-
кой надежностью и помехозащищенностью. 
В научно-технической литературе эти системы 
получили название систем мультилатерации (от 
англ. multilateration – MLAT). В системах мульти-
латерации местоположение (МП) объекта опреде-
ляется на основе оценки расстояний объекта до 
произвольного числа опорных радионавигацион-
ных точек (РНТ), в которых размещены приемни-
ки, способные принимать сигналы, излучаемые с 
борта объекта. Следует различать активный и 
пассивный режимы работы систем мультилатера-
ции. В активном режиме запрос на борт посыла-
ется передатчиком самой системы в одном из 
форматов A/C/S вторичной радиолокации. В пас-
сивном режиме запрос на борт поступает от сто-
роннего источника, которым может быть один из 
вторичных радиолокаторов системы УВД. В этом 
случае, поскольку источник запросного сигнала 
никак не синхронизирован с системой, приемни-
ки опорных РНТ осуществляют прослушивание 
эфира, обнаружение ответного сигнала с борта и 
измерение псевдодальностей подобно спутнико-
вым навигационным системам. 
В зависимости от масштаба решаемых задач 
системы мультилатерации делятся на локальные, 
за которыми в научно-технической литературе 
закрепилось название MLAT-систем, и глобальные, 
которые называются WAM-системами (WAM – 
Wide Area Multilateration) [2]. Первые использу-
ются для определения МП объектов в пределах 
поля аэродрома, вторые решают задачи навигации 
воздушных судов в области пространства, имею-
щей протяженность в сотни километров на по-
верхности Земли и десятки километров над этой 
поверхностью. Физические принципы работы 
обеих категорий одинаковы. Пассивный режим 
работы является основным для WAM-систем. 
Одной из проблем при создании систем муль-
тилатерации является синтез алгоритмов оценки 
МП объектов в двумерном (MLAT-системы) или 
трехмерном (WAM-системы) пространстве. Эта 
проблема не является новой в радионавигации: 
ранее она встречалась при разработке систем 
дальней навигации [3]. В соответствии с [4] при-
нято выделять 3 класса методов оценки МП в си-
стемах мультилатерации: статистические (statisti-
cal), численные (numerical) и алгебраические (al-
gebraic). Статистические методы [5]–[7] учиты-
вают случайный характер оценок радионавигаци-
онных параметров и предполагают синтез оценок 
МП на основе метода максимального правдопо-
добия. Эти методы наиболее близки к оптималь-
ным, однако они не позволяют получить прямое 
решение и требуют применения оптимального 
поиска экстремума достаточно сложной целевой 
функции в пространстве, размерность которого 
равна числу координат объекта. Численные мето-
ды [8]–[11] также используют методы оптималь-
ного поиска решения некоторой оптимизацион-
ной задачи, однако в отличие от статистических 
методов поиск проходит в пространстве меньшей 
размерности при простой (как правило, квадрати-
ческой) целевой функции. Оценки, получаемые 
этими методами, в общем случае являются сме-
щенными и неоптимальными в статистическом 
смысле. Алгебраические методы [12]–[15] не 
учитывают вероятностный характер данных, од-
нако они являются прямыми, поскольку позволя-
ют получить оценки координат объекта решением 
некоторой линейной, в общем случае переопре-
деленной системы уравнений. Последнее делает 
указанные методы особенно привлекательными 
для практического применения, несмотря на то, 
что методы данной категории не могут претендовать 
на оптимальность. Как отмечается в [4], алгоритм 
оценки МП в системах мультилатерации должен 
быть комбинацией алгоритмов, принадлежащих ука-
занным категориям, что позволит сочетать высокую 
точность и вычислительную эффективность. 
В [16], [17] рассмотрены алгоритмы оценки 
МП объектов для активного режима работы си-
стемы мультилатерации. В этих работах синтези-
рован комбинированный алгоритм, который для 
получения грубой оценки МП использует один из 
наиболее эффективных алгебраических алгорит-
мов – алгоритм Банкрофта (Bancroft) [12], ранее 
предложенный для определения МП объекта в 
спутниковых навигационных системах [13]. Для 
получения конечной оценки МП используется 
один из статистических методов – метод линеари-
зации системы уравнений наблюдения, связыва-
ющих координаты объекта и результаты измере-
ний радионавигационных параметров. Привлека-
тельной стороной этого алгоритма является его 
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простота и малый объем вычислений при реали-
зации, поскольку оценка МП получается в ре-
зультате решения линейной системы уравнений. 
Вместе с тем алгоритм Банкрофта имеет суще-
ственный недостаток, заключающийся в том, что 
получаемый результат не является однозначным и 
требуется специальная процедура для выбора 
правильного решения. 
В настоящей статье представлено определе-
ние МП объекта в системе мультилатерации, ра-
ботающей в пассивном режиме. В статье предло-
жен новый комбинированный алгоритм решения, 
который также основан на сочетании алгебраиче-
ского и статистического подходов. Алгебраиче-
ская часть строится на решении линейной систе-
мы уравнений, но в отличие от алгоритма Банк-
рофта не требует устранения неоднозначности. 
Статистическая часть подобна алгоритму, исполь-
зованному в [16], [17], и позволяет уточнить ре-
шение, полученное с помощью алгебраической 
части алгоритма. Точность оценки МП предлага-
емым алгоритмом, как показали исследования, 
соответствует точности алгоритма Банкрофта. 
Статья построена следующим образом. Сначала 
кратко излагается принцип работы систем мульти-
латерации в пассивном режиме и анализируется 
потенциальная точность оценки МП в этих систе-
мах. Затем приводится вывод алгоритма Банкрофта 
и дается анализ его точности методом математиче-
ского моделирования. Далее описывается синтез 
нового алгоритма оценки МП объекта, который со-
четает в себе простоту вычислений метода Банк-
рофта и в то же время дает единственное решение. 
В заключение приведен способ модификации пред-
ложенного алгоритма и проанализирована точность 
получаемой в результате модификации оценки. Ста-
тья заканчивается выводами по работе. 
Потенциальная точность оценки МП в си-
стеме мультилатерации. Рассмотрим систему 
мультилатерации, которая содержит J опорных 
приемных станций (РНТ), пространственные ко-
ординаты которых  ,  ,  ,j j jx y z  1,  ,j J  в неко-
торой локальной трехмерной системе координат 
XYZ (рис. 1) известны с высокой точностью. 
Пусть запросчик (interrogator), которым может 
быть один из вторичных радиолокаторов системы 
УВД, излучает в момент времени t запросный 
сигнал. Если МП объекта соответствует радиус-
вектор  тоб об об об,  ,  ,x y zr  а МП запросчика – 
радиус-вектор  т,  ,  ,i i i ix y zr  то приемник объ-
екта примет запросный сигнал в момент времени 
,t r c  где r  r  – длина вектора об ;i r r r  
с – скорость света; "т"  – символ транспонирова-
ния. Бортовой ответчик затрачивает на обнаруже-
ние и дешифрацию запросного сигнала операци-
онное время оп  (обычно 3 мс), после чего излу-
чает ответный сигнал. Этот сигнал придет в точку 
расположения j-го РНТ j   т,  ,  j j j jx y zρ  (рис. 1) 
в момент времени оп ,jt r c q c     где 
j jq  q  – длина вектора об .j j q r ρ  Таким 
образом, при отсутствии ошибок измерения 
дальностей и строгом синхронизме часов опор-
ных станций в РНТ будут вычислены псевдо-
дальности оп ,j jR r q c c       где ˆt t    – 
разность хода часов запросчика и опорных стан-
ций  tˆ  – предполагаемое в системе РНТ время 
излучения запросного сигнала). Располагая мно-
жеством псевдодальностей  ,jR 1,  ,j J   полу-
чим систему уравнений вида 
об ,j jq b R   1,  ,j J  
где  об оп .b r c      Решение этой системы от-
носительно четырех неизвестных об ,x   об ,y  об ,z  
обb  позволит оценить МП объекта. 
В действительности измерения псевдодаль-
ностей сопровождаются ошибками, в результате 
которых формируется система уравнений 
 об ˆ ,j jq b R   1,  ,j J  (1) 
где ˆ ,j j j jR R R c      причем jR  – ошибка 
измерения дальности по ответному сигналу, воз-
никающая в измерителе РНТ ;j  j  – уход внут-
ренних часов РНТ j  относительно системного 
Рис. 1 
0
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времени. Существование указанных ошибок при-
водит к ошибкам оценки МП объекта. 
Определим статистические характеристики 
этих ошибок. Пусть полный вектор ошибки оцен-
ки МП равен  ттоб об,  .b r  Тогда система урав-
нений (1) может быть записана в виде 
об об об ,j j jb b R R       q r  1,  ,j J  
где j j jR R c      – полная ошибка измерения 
псевдодальности. Считая, что ошибка оценки МП 
мала по сравнению с расстоянием :jq  об ,jr q  
1,  ,j J  получим следующую упрощенную систему: 
 т об об обˆ ,j j j jb R q b R         q r  1,  ,j J   (2) 
где ˆ j j jqq q  – единичные векторы в направ-
лениях .jq  
Учитывая, что об ,j jR q b  1,  ,j J  систему 
уравнений (2) можно записать в матричном виде: 
 т об
об
,A b
     
r R  (3) 
где 1ˆ ˆ1 1JA
    
q q
  – матрица с размерами 
4 ;J   ,jR  R  1,  ,j J  – вектор длины J. 
Умножив правую и левую части уравнения (3) 
на соответствующие им транспонированные ве-
личины, после усреднения по случайным пере-
менным получим 
т ,A CA C R  
где 
 т обоб об об,  C b b      rr  
– корреляционная матрица ошибок оценки МП; 
тC   R R R  – корреляционная матрица оце-
нок псевдодальностей;    – символ статистиче-
ского усреднения. Тогда 
   1 1т т т .C AA AC A AA  R  
Если считать ошибки измерения псевдодаль-
ностей статистически независимыми и одинаково 
распределенными случайными величинами, то 
 2 2 2 ,RC c I   R  где ,R    – среднеквадра-
тические отклонения ошибок оценивания даль-
ностей и часов РНТ соответственно; I – единич-
ная матрица. Окончательно получим следующее 
уравнение для корреляционной матрицы ошибок 
оценки МП объекта: 
    12 2 2 т .RC c AA      (4) 
Поскольку для вывода (4) использовался метод 
малого параметра, то, как показано в [18], получен-
ное выражение является нижней границей Краме-
ра–Рао для корреляционной матрицы ошибок. 
Хотя использованный метод расчета границы 
Крамера–Рао дает верный результат, с помощью (4) 
сложно получить аналитические выражения для 
элементов корреляционной матрицы ошибок. По-
этому при необходимости иметь эти выражения 
можно использовать традиционный подход, связан-
ный с вычислением информационной матрицы Фи-
шера F. Несложно показать, что элементы матрицы 
Фишера при сделанных допущениях о статистике 
ошибок определяются следующим образом: 
2 2об об
11 2
1 1 ;j j
j jj jR
x x x xJF
J q J q
                    
   
об об
12 2
об об
1
1 1 ;
j j
j jjR
j j
j jj j
x x y yJF
J q q
x x y y
J q J q
              
            

 
 
об
13 2 ;
j
jjR
x xJ JF
qJ
     
2 2об об
22 2
1 1 ;j j
j jj jR
y y y yJF
J q J q
                    
   
об
23 2 ;
j
jjR
y yJ JF
qJ
     
 
 33 2 2 ,R
J J JF
J
   
 
где   2RJ J c        . 
Алгоритм Банкрофта оценки МП объекта. 
Перепишем систему уравнений (1) в виде 
 об об ˆ ,j jb R  r ρ  1,  ,j J  (1) 
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где ˆ jR  – оценка псевдодальности. В системе (5) 
неизвестными являются радиус-вектор МП объ-
екта  тоб об об об,  ,  x y zr  и параметр об .b  
Перенеся обb  в правую часть уравнений (5) и 
возведя в квадрат обе части, систему представим 
в виде 
 
    
2т 2об об об
2 2
ˆ2 2
ˆ ,  1,  .
j j
j j
R b b
R j J
   
  
ρ r r
ρ
 
(6)
 
Введем обозначения: 
 ттоб об ;bz r   тт ˆ ;j j jR β ρ  
 т 1 ;J  β β   1 2 ,  ;  z z  
  т1 11 2 ,  ,  ;J Jb β β β β   
 т1 1 ,e    
где 
2 2об об,  ,b z z r  2 2ˆ,  j j j jR β β ρ  
– скалярные произведения Лоренца [13]. Для векторов 
 тx y z uu u u ctu  и  т ,x y z vv v v ctv  
имеющих действительные члены, это произведе-
ние определяется как 
2,  .x x y y z z u vu v u v u v c t t   u v  
С учетом введенных обозначений перепишем 
(6) в матричном виде: 
 .   z e b  (7) 
Уравнение (7) связывает неизвестный вектор 
z и скалярный параметр  1 2 ,  ,  z z  поэтому 
вектор z является суммой двух векторов: 
 # # ,     z e b c d  (8) 
где   1# т т      – левая псевдообратная мат-
рица матрицы ;  # ; c e  # . d b  Учитывая, 
что ,  2 , z z  из (8) получим квадратное урав-
нение для  : 
 2,  2 ,  1 ,  0,     c c c d d d  
которое имеет 2 корня 
   2
1,2
,  1 , , ,  1
,
,  , 
     c d c c d dc d
c c c c
 
один из которых соответствует истинному реше-
нию системы, а второй – ложному. Корень, соот-
ветствующий истинному решению, можно вы-
брать на основании обратной подстановки 1  и 
2  в систему (7). Таким образом, задача по опре-
делению МП объекта решена. 
Описанный алгоритм решения впервые пред-
ложен С. Банкрофтом для оценки МП объектов в 
спутниковых навигационных системах [13]. Ал-
горитм прост для реализации, так как главной 
сложностью является вычисление псевдообрат-
ной матрицы и определение истинного решения. 
Оценим точностные характеристики алгорит-
ма и сравним их с потенциально достижимой 
точностью, определенной ранее. Проделать эти 
вычисления аналитически вряд ли возможно, по-
этому воспользуемся методом математического 
моделирования. В ходе работы над статьей был 
сделан машинный эксперимент на следующей 
модели. Десять  10J   РНТ случайным образом 
располагались на окружности диаметром 10 км. 
В центре окружности помещался запросчик. Объект 
случайным образом размещался внутри окружно-
сти. Расстояния измерялись с ошибками, статисти-
ческие характеристики которых соответствовали 
10 мR   и 5 нс.   Результаты оценки МП по 
1000K   испытаний приведены на рис. 2. Здесь же 
штрихпунктирной линией представлен эллипс 
ошибок (ЭО), построенный по результатам оценки 
корреляционной матрицы ошибок и соответствую-
щий вероятности попадания отметки объекта 
вовнутрь эллипса 0.99.P   Штриховой кривой 
показан аналогичный эллипс для потенциальной 
точности оценки, построенный на основании (4). 
Представленные на рис. 2 результаты свиде-
тельствуют о том, что в целом алгоритм Банкроф-
та позволяет решить задачу оценки МП объекта. 
Однако точность полученной оценки несколько 
ниже потенциально достижимой. 
 
Рис. 2 
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Суммарно-разностный алгоритм. Вернемся к 
системе уравнений (2). Вычтем и сложим уравнения 
с номерами 2,  j J  с первым уравнением системы: 
 об об 1 1
об об 1 1 об
ˆ ˆ ,
ˆ ˆ 2 ,
j j
j j
R R
R R b
           
r ρ r ρ
r ρ r ρ  (9) 
 2,  .j J   
После перемножения уравнений получим систему 
  2 2об об 1 1 1 обˆ ˆ ˆ ˆ 2 ,j j jR R R R b      r ρ r ρ  
 2,  .j J  (10) 
Система (10) является основанием для синте-
за предлагаемого алгоритма. Поскольку в основе 
системы (10) лежат уравнения (9), назовем пред-
лагаемый алгоритм суммарно-разностным (СР). 
Учитывая, что 
 2 2 2тоб об об2 ,j j j   r ρ r ρ r ρ  2,  ,j J  
система (10) может быть записана в виде 
 
   
   
т
1 об 1 об
2 22 2
1 1
ˆ ˆ
1 1ˆ ˆ ,
2 2
j j
j j
R R b
R R
   
   
ρ ρ r
ρ ρ
 (11) 
2,  .j J  
Система уравнений (11) линейна относитель-
но вектора  ттоб об об :bz r  
об ,Gz = g  
где 
 т 2 ;JG  γ γ  
 т2 2 1 1 1 11 ,  ,  ,  ,  ,2 J J  g β β β β β β β β  
причем 
  тт1 1ˆ ˆ ;j j jR R        γ ρ ρ  
2 2ˆ,  j j j jR β β ρ  
– скалярные произведения Лоренца. 
Решение системы (11) имеет вид 
 #об Gz g , (12) 
где #G  – левая псевдообратная матрица матрицы 
G. В отличие от алгоритма Банкрофта решение 
(12) единственно. 
Анализ СР-алгоритма производился математи-
ческим моделированием. Модель для математиче-
ского эксперимента была той же, что и при иссле-
довании точности оценок алгоритма Банкрофта. 
Результаты эксперимента приведены на рис. 3. 
Видно, что полученная оценка значительно 
уступает по точности алгоритму Банкрофта, по-
этому без улучшения качества оценивания этот 
алгоритм не может быть рекомендован к исполь-
зованию. Однако существует способ модифика-
ции СР-алгоритма, который позволяет получить 
оценку МП с точностью, равной точности оценки 
по алгоритму Банкрофта. 
Модификация СР-алгоритма. Несмотря на 
сравнительно большую ошибку, СР-алгоритм мо-
жет быть использован для грубого оценивания МП 
объекта. Для уточнения оценки можно использовать 
метод малого параметра (метод возмущений). Этим 
малым параметром будет оценка вектора ошибки 
об об CPˆ ,  r r r  где CPrˆ  – СР-оценка. В этом и 
состоит смысл предлагаемой модификации. 
Вернемся к системе уравнений (2), которую 
перепишем в виде 
 т об об ˆˆ ,j jb R    q r  1,  ,j J  
где ˆ jq  – орты; ˆ jR  – оценки ошибок измерения 
псевдодальности, которые могут быть оценены, ис-
пользуя оценку CPˆ ,r  полученную СР-алгоритмом: 
  CP CPˆ ˆ ˆ ,j j j  q r ρ r ρ  1,  ;j J  
 CP CP CPˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,j j j j jR R R R b      r ρ 1,  .j J  
Тогда методом наименьших квадратов получим 
следующую оценку вектора  ттоб об об :b   z r  
#об ˆˆ ,Q  z R  
 
Рис. 3 
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где   1# т тQ Q Q Q  – левая псевдообратная 
матрица матрицы 1ˆ ˆ .
1 1
JQ     
q q
  
Окончательное решение получается в резуль-
тате суммирования: 
об CP обˆ ˆ ˆ .  r r r  
Полученная оценка может быть использована 
как следующее приближение к решению, т. е. 
предлагаемый алгоритм является итерационным. 
На рис. 4 приведены результаты математиче-
ского эксперимента с использованием рассмот-
ренной модификации. Моделирование проведено 
на модели, использованной при анализе алгорит-
ма Банкрофта и СР-алгоритмов. Моделирование 
показало, что дополнительные итерации положи-
тельно сказываются на точности оценивания, но с 
каждой итерацией выигрыш уменьшается, поэто-
му количество итераций было выбрано равным 
2.M   Штрихпунктирная линия соответствует 
эллипсу ошибок, построенному по результатам 
оценки корреляционной матрицы ошибок. Рису-
нок доказывает правомерность предлагаемой мо-
дификации: результаты отдельных оценок оказа-
лись в ЭО, размер которого примерно равен раз-
меру ЭО алгоритма Банкрофта. Цена, которую 
приходится платить за модификацию СР-
алгоритма, невелика. Усложнение заключается в 
необходимости вычислить псевдообратную мат-
рицу #.Q  В то же время среднеквадратическое 
отклонение (СКО) оценок уменьшается в 3–4 ра-
за. Так, в рассмотренном машинном эксперимен-
те СКО ошибок от значений 44м,x   
27.5 мy   уменьшилось до значений 8/21 и 
10.1 м соответственно. 
Выводы. В системах мультилатерации для 
оценки МП объектов используется алгоритм 
Банкрофта. Этот алгоритм позволяет прямым 
способом получить оценку МП и не требует зна-
чительных вычислительных затрат. Это выгодно 
отличает его от алгоритмов, работающих на ос-
нове решения оптимизационных задач. Результаты 
математического моделирования показывают, что 
точность получаемых с помощью алгоритма оце-
нок близка к потенциально достижимой. Однако 
реализация алгоритма требует процедуры разре-
шения неоднозначности. В статье предложен но-
вый алгоритм оценки МП объектов, который име-
ет одинаковую с алгоритмом Банкрофта точность, 
и в то же время получаемые оценки являются од-
нозначными. Оба алгоритма имеют примерно 
одинаковую вычислительную сложность. 
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